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Uvodne pretpostavke

Neka je S C R3 glatka dvostrana povrs, parametrizirana sa u,v € D C R?, pri
c¢emu je D kompaktna oblast uv-ravni.

S x=xz(u,v) y=yu,v) z==z(u,v) (1)

Pretpostavimo da je rub 0D po dijelovima glatka, pozitivni orijentisana kriva,
zadana parametarskim jednacinama:

OD: u=u(t) v=ov(t) te/la,b (2)

S obzirom da jednacine (1) daju bijektivno preslikavanje izmedu D i S, i
rub 9D se bijektivno preslikava na 95, to slijedi da je rub 9S kontura data sa
jednacinamas:

95 @ =a(u(t),v(t) y=yu(t),v(t) z=-z(ult)o(t) telad] (3)

Odaberimo da je orijentacija od 95 pozitivna, u odnosu na stranu povrsi S po
kojoj integriramo.

Neka su P(x,y,2), Q(z,vy, 2), R(z,y, ) funkcije definisane na oblasti! G C R3,
pri ¢emu G sadrzi povrs S. Pretpostavimo za ove funkcije da su neprekidne na
G i da imaju na G sve parcijalne izvode, koji su neprekidne funkcije.

Od vaznosti ¢e nam biti jos pretpostavka da su xl, ,y..,, z, neprekidne

funkcije, jer tada vrijedi jednakost mjesovitih izvoda, tj. xl., = b itd.

1tj. otvorenom i povezanom skupu
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Izvodenje Stokesove formule
Strategija

Formula iz Stokesovog teorema koja povezuje linijski integral druge vrste po
rubu 95 povrsi S, sa povrsinskim integralom druge vrste po povrsi S, glasi:

_ 9R _ 0Q o°P _OR 9Q _op
/(P dz+Qdy+Rdz) = // <8y 82) dy dz+( o 69:) dz dx+(6x 3y) dx dy
s

as

Krenuéemo od lijeve strane ove jednakosti, s ciljem da dobijemo desnu stranu.
Prvo ¢emo se fokusirati na integral |, ag Pdz, za koji cemo izvesti sljededi niz
prelazaka po objektima integracije:

b

[-]-J= [

as a oD D S

Gdje G.T. znaci da ¢emo iskoristiti Greenov teorem. Potom ¢emo sli¢no, ali
sazetije obrazlozeno, uraditi za fas Qdy i fas Rdz. Na kraju ¢emo sabrati sve
dobijene jednakosti, koje ¢e nam dati formulu Stokesovog teorema.

Izvodenje

Posmatrajmo prvo [, ¢ Pdz. Ako primjenimo parametrizaciju (3), dobijamo,
dx = (z!u}+x!u})dt. Neka je n(t) vektor? n(t) := (z(u(t),v(t)), y(u(t), v(t))), z(u(t),v(t))).
Sada imamo:

b

/ Pla,y, 2)dz / P(n(t)) (@, + ', 0!)dt
oS a
b
- / P(n(t))dldt + P(n(t))a,vldt

a

Da bi nastavili od posljednje jednakosti, iskoristimo sada parametrizaciju (2),
du = u}dt, dv = vidt. Neka je m(u,v) vektor m(u,v) := (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Uvrstavajuéi du,dv u posljednju jednakost iznad, prelazimo sa integrala po
intervalu na linijski integral u uv-ravni, i to po dD:

2formalni vektor funkcija
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/Pdm =..= /P(m(u,v))x;du—&— P(m(u,v))x, dv
oS5 oD
8:)6 Oz
oD

Sada mozemo primjeniti Greenov teorem na izraz (x):

_ Ox _or oz’
/de_/P du +P ~du // P%)Jdudv (a)
oS oD

/ !/
Izracunajmo posebno izvode (P%) i (Pg—ﬁ) , koriste¢i lanc¢ano pravilo za
u v
izvode, ¢injenicu P = P(x,y, z) 1 ovisnost varijabli z, y, z od varijabli u, v, prema
parametrizaciji (1):

( 3%) _por @@_(apax+apay+apaz>ax+Pa2x
o/ “Ov oudv \Oxdu Oy ou 0z ou) v Oudv

oz ,Ox Oz dx  (OPOx OPdy OPdz\0x 0%x
(P%) PG, Tt %%_(axaﬁay6v+azau>8u+Pav6u

. . . 2 2 . e . . .

Primjetimo da 22 = -2°Z jer smo u uvodu pretpostavili da su ovi izvodi
c 9udv vdu’ I= . R

neprekidni, Sto znaci da ¢e se ovi ¢lanovi ponistiti kada u narednom koraku

oduzmemo ove izraze.

Oduzmimo sada ove izraze, dobijamo:

(Pai) (8P8x+8P8y+8P3z 8P3x 6P8y+8P82>8x_
ou Or Ou Oy Odu 0z 8u ou &r 81} Oy Ov 0z Ov/ du

_gﬁ’/@}éx/ OP Oy Ox aPazax 213{82930/ OP O0y0dxr OP 0z O0x
_78u%+87y£3v Dz Ou v ov Ou 3y%%_%%%
:f’i(@aﬁ_@%) QP(%%_%‘E)
dy 0z \Oudv  0Ovdu

Ooudv  Ovdu
Dobijene izraze u zagradama iznad mozemo pisati u obliku determinanti, tj.
jakobijana

Oyox  Odyodx _|af x| _ O(z,y)
dudv  dvdu |y, Y. O(v,u)
0:00 0205 |5 | _ Olza)
oudv Ovou |T, x| OJ(u,v)

82

vou
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Nastavljajuéi niz jednakosti, dobijamo:

( 81’) ( 895) _ _0PO(w,y) OPO(z,x) OPO(z,x) OPOI(z,y)
v ou U oy O(v,u) 0 0z O(u,v) 0z O(u,v) Ay O(u,v)

Posljednju jednakost smo dobili tako §to smo zamijenili kolone u jakobijanu

ggii;, zbog ¢ega se promijenio znak ispred determinante?.

Sada sve ovo mozemo uvrstiti u (A):

oo (P52, (P52 Jo= [ O

oS

Ako pogledamo niz jednakosti integrala u sekciji ” Strategija”, mozemo vidjeti
da nam je za slucaj fas P jo§ samo ostalo da predemo na integral po S. Shodno
tome, posmatrajmo pojedinaéno integrale

] 5 ot e [ 5 o) i

Sada zelimo da tvrdimo iduée:

//3 = dudv—/ —dzd:r (1)
/ /5. o / / 9Ly ()

Medutim, za povrSinske integrale druge vrste mi opéenito znamo da vrijedi:

+ / / M(m
< ff o
D,

Pri ¢emu su M, N pogodno odabrane funkcije na nekoj oblasti koja sadrzi
povrs Sp, a koja je parametrizirana preko povrsi Dj.

Ako uzmemo M := 22 N := ‘?91;, D, :=D, S, := S, i odaberemo znak +
na desnim stranama jednakosti iznad* dobijamo §to smo htjeli i pokazati.

Ako uvrstimo (I) i (II) u (o), konaéno mozemo preéi na integral po S:

64 Pdx = // dxdy (1.1)

ovo smo uradili da bi nastimali izraz na pogodan oblik
45to ¢inimo jer smo odabrali pozitivnu orijentaciju krive 9.5

xidudv/ M(z,y,z)dzdx
v

- / Nz, y, =)dady
S1

3
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Uradimo sada isto za funkcije @), R, pri ¢emu ¢emo preskociti neka objasnjenja
jer je postupak potpuno analogan kao za funkciju P, tj. za integral fas Pdzx.

b
/ Qla,y, 2)dy = / Q1)) (W, + 0}t
oS a

=/Q(n( Yyurdt + Q(n(t))y,vidt

- / Qm(u, v))ydu + Q(m(u, v))y,dv

/ / / gZ) }dudv

// ng - 5 B
/Q(x,y,z)dy = // %dxdy — %dydz (1.2)
a8 s

b

/R(x,y,z)dz = /R(?”L(t))(z;ufs + 2l v})dt

a8

— [ ROu(0) it + Rin(e) 2o}t

= /R(m(u,v))z;du—i— R(m(u,v))zl dv
oD

0z 0z
/Ra dquRa dv

// gz) }dudv
// Zﬁf? 5 at |

/ x,y,z)dz = // —dydz —dzdac (1.3)
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Ako saberemo sada jednakosti (1.1), (1.2) i (1.3), dobijamo

/(P dzr + Qdy + Rdz) // dzdx — aa—d dy + Z—dedy — Z—Qdydz + 6—Rdyd — g—Rdzd:c

//(‘m—aQ)d dz +<g]:—gR>d dz +<Z§—?f;)dwdy

oS

Tj.
/(de+Qdy+Rdz // a—Rf@ dy dz+ afpfa—R dz dx+ @78—}3 dx dy
0z 0z O dr 0Oy
o8

Sto je upravo formula iz Stokesovog teorema.



